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Dans ce travail nous reprenons et developpons un certain nombre de 
resultats deja publies sous forme de notes aux Comptes rendus de I’AcadCmie 
des Sciences de Paris. Ces resultats sont relatifs a quelques points de la 
theorie des anneaux de fractions (classiques) artiniens. Rappelons que la 
notion d’anneau de fractions classique repose sur la notion de condition de 
Ore que nous exposerons de la man&e suivante: soient d un anneau et 
S un systeme multiplicatif d’elements de A. Si I est un ideal bilatere de 
A nous dirons que il verifie la condition de Ore (a gauche) par rapport a S 
modulo I si B tout couple, b, a, b E S, a E A on peut faire correspondre un 
couple b’, a’, b’ t S, a’ t il tel que b’a ~~ a’b E I. Si I =m 0 on retrouve la 
condition de Ore classique. 
Dans une premiere partie nous donnons des resultats sur Its anneaux 
noetheriens (a gauche) dont le plus important nous parait etre celui-ci: 
tout Clement regulier a droite est regulier modulo le radical nilpotent. Dans 
uric deuxieme partie nous appliquons ces resultats a l’etude de cas ou un 
anneau noetherien (a gauche) possede un anneau de fractions artinien 
(a gauche). Nous y  demontrons en particulier qu’un anneau unitaire 
noetherien a gauche et a droite dans lequel tout ideal propre premier est 
maximal possede un anneau de fractions artinien a gauche et a droite. Enfin 
dans un appendice nous completons [2] en Ctudiant un J-anneau qui possede 
un anneau de fractions artinien. 
Notations. Soit A un anneau. 
Si X est un sous-ensemble de A nous posons: 
Anng(X) = {X E A, XX = 01, 
Annd(X) = {h E A, Xh = O}. 
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J(A) sera l’idtal singulier a gauche de A, c’est-a-dire l’ensemble des 
x E A tels que Anng(x) soit essentiel dans A. 
d sera l’ensemble des elements reguliers a droite de A: ainsi 
d = {x, Anng(x) = 01. 
Si A possede un radical nilpotent, par exemple si A est noetherien ou 
artinien, ce radical nilpotent sera note N. Dans ce cas nous noterons Z 
l’ensemble des elements de A reguliers modulo N. 
I. QUELQUES R~ULTATS SUR LES ANNEAUX NOETH~RIENS ou ARTINIENS 
Les resultats que nous donnons ont CtC CnoncCs dans [3]. Dans la suite 
nous appellerons dimension de Goldie d’un module la dimension telle 
qu’elle a CtC definie dans [6]. Dans [2] nous avons montre deux resultats 
valables pour un J-anneau A (unitaire ou non): (I) tout nil demi-groupe 
multiplicatif est nilpotent et de plus si n est la dimension de Goldie de 
A tout demi-groupe nilpotent est de puissance ne nulle. (II) Tout Clement 
regulier de A est regulier modulo N. Tout anneau noetherien a gauche ou 
artinien a gauche Ctant de dimension de Goldie a gauche finie ces resultats 
sont valables pour tous les J-anneaux noetheriens ou artiniens. Nous nous 
proposons de les Ctendre k tous les anneaux noetheriens ou artiniens a gauche. 
PROPOSITION 1.1. Soit A un anneau noethkien ou artinien h gauche. 
Alors J(A) est contenu dans N. 
Le resultat est connu pour les anneaux noetheriens. La demonstration 
don&e par Lesieur et Croisot dans [lo] p our les anneaux unitaires s’etend 
immediatement aux anneaux quelconques. 
Supposons maintenant que A soit artinien a gauche. Si J(A) n’est pas 
nilpotent il contient un idempotent non nul e. Alors Ae # 0. Nous voyons 
que Anng(e) n Ae # 0. 11 est clair que ceci est impossible. 
COROLLAIRE. Soit A un anneau noethbien i2 gauche semi-premier. Alors 
J(A) = 0. 
THEOR&ME 1.2. Soit A un anneau noethe’rien ou artinien ci gauche. Alors 
tout nil demi-groupe multiplicatif est nilpotent. De plus il existe un entier n 
tel que tout demi-groupe nilpotent soit de puissance ne nulle. 
Soit S un nil demi-groupe. Si z+5 est l’application canonique de A sur A/N, 
#(S) est un nil demi-groupe de A/N. Comme A/N est un J-anneau cela 
prouve que #(S) est nilpotent: de plus il existe un entier q qui est la dimension 
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de Goldie de A/N tel que #J(S) soit de puissance 4” nulle. Done SQ C N. 
Mais comme N est nilpotent, disons de puissance p” nulle now voyons 
quc 5’“” = 0. Nous pouvons prendre TZ = pq. 
PROPOSITION 1.3. Soit A un anneau. Alors tout e’lkment rkgulier h droite 
de A est rigulier 2 droite mod&o /(A). 
La demonstration est immediate. 
TH$OR$ME 1.4. Soit A un anneau noethe’rien ci gauche. Alors tout Clkment 
r&ulier ir droite de A est rigulier modulo le radical nilpotent de A. 
Xous poserons j0 = J(A) et nous appellerons y0 l’application canonique 
de A sur A, = A/J,, . il, est un anneau noetherien dont le radical nilpotent 
N,, est Cgal a N/J,, puisque Jo C N (1.1). De m&me J(il,) est contenu dans 
N, . Posons Jr = q;‘[J(A,)]. On a Jo C Ji C N. Definissons par recurrence 
une suite croissante d’ideaux bilateres contenus dans N. Si J=-r est defini 
on posera Ja = ~;~IIJ(AE-,)], avec A,-, = A/ JolPI et yam1 &ant l’application 
canonique de ,4 sur A,_, . L’anneau A Ctant noetherien il existe un entier p 
tel que 1~1 = J~+I . Done I’anneau A, a un ideal singulier a gauche nul. 
La Proposition 1.3 nous montre que si Anng(b) = 0, Anng[v,(b)] = 0. 
Supposons done dCmontrC que Anng[pa-r(b)] = 0, c’est-a-dire Ab E J%-r s’ 
h E Ja-r . Si Xb E Ja, g),-i(h) 9,-r(b) E J(,4,-,). Alors 1.3 nous montre que 
p)oi-l(h) E j(Aepl) et done que X E Ia . On voit done par recurrence que 
Anng[ya(b)] = 0. Supposons alors que hb E N. Alors &X) am E Na = N/Jo . 
Puisque ,4, est un j-anneau cela implique que Q(X) E N, et done que X E N. 
Ainsi nous voyons que si b est regulier a droite dans 14, b est regulier a droite 
modulo N. Cela entraine que b est regulier modulo N (cf. [6]). 
TH~OR$ME 1.5. Soit A un anneau artinien h gauche. Alors tout t%menf 
rt!gulier ci droite est rkgulier modulo N. 
La demonstration est une generalisation de la demonstration precedente. 
Definissons pour tout ordinal a: un ideal bilatere Ja contenu dans N. Posons 
encore j,, = J(A). Si OL possedc un predecesseur OL - 1 nous poserons 
Joi = ~;~l[J(Aa-l)], les notations ayant le m&me sens que precedemment. 
Si cy n’a pas de predecesseur nous posons Ja = Ua,<a Jar . On a done pour 
01’ < a, Ja, C Ja C N. 11 existe un ordinal p tel que Ja = jB+r . L’anneau 
A, := A/j, a un ideal singulier nul. On voit facilement que si pour tout 
01’ < 01, Anng[g)a(b)] = 0, alors Anng[vJb)] = 0. On en deduit par 
recurrence transfinie que si b est regulier a droite, Anng[&b)] = 0 pour 
tout 01. On en deduit le resultat annonce en raisonnant comme pour un 
anneau noetherien. 
ANNEAUX DE FRACTIONS 119 
Les Theortmes 1.4 et 1.5 nous fournissent une nouvelle demonstration 
d’un resultat du a Small [12]. 
PROPOSITION 1.6. Soit A un anneau noethe’rien (resp. artinien) a gauche. 
Si A’ est un anneau de fractions classique de A et si N’ est le radical nilpotent 
de A’ on a: N = N’ n A et pour tout entier p, N’P = A’NP. 
Rappelons que A’ est un anneau noetherien (resp. artinien) a gauche. 
La proposition est une consequence des theoremes precedents. 11 suffit de 
reprendre la demonstration de [13]. 
PROPOSITION 1.7. Soit A un anneau noetherien h gauche. Alors tout 
t%nent regulier modulo N est regulier modulo tout ideal premier minimal de A. 
Rappelons que d’aprb [ll] A possede un nombre fini d’ideaux premiers 
minimaux distincts PI , Pz ,... , P,etquel’ona:N=P,nP,n...nP,. 
Soient done Pi l’un de ces ideaux et b un element de Z. 11 suffit de montrer 
que b est regulier a droite modulo Pi (cf. [6]). Supposons done que hb E Pi . 
Remarquons que Pi’ = PIP2 ... P,-,Pi+, ... P, ne peut &tre contenu dans 
Pi sinon I’un des ideaux Pj , j # i, se&t contenu dans Pi, done Cgal a Pi . 
On a P,‘Xb C N. Done Pi’X C N d’oh Pi’h C Pi . Comme Pi est premier 
et Pi’ est un ideal bilatere non contenu dans Pi on voit que X E Pi . 
COROLLAIRE 1. Tout element regulier h droite de A est regulier modulo 
tout ideal premier minimal de A. 
COROLLAIRE 2. Soit X un ideal bilatere de A. Aloys tout element regulier 
h droite modulo X est regulier modulo tout ideal premier minimal parmi les 
ideaux premiers contenant X. 
Remarque. Les Theoremes 1.4 et 1.5 et la Proposition 1.7 ont CtC 
demontres independamment par Goldie [7], par une methode differente. 
DEFINITION 1.8. Soit S un systeme multiplicatif d’elements d’un anneau 
A. Un ideal premier P est dit S-premier si tout Clement de S est regulier 
modulo P. 
Ainsi la Proposition 1.7 nous montre que les ideaux premiers minimaux 
d’un anneau noetherien a gauche sont Z-premiers et done A-premiers 
(pour les notations voir l’introduction). 
Dans le cas d’un anneau noetherien commutatif les ideaux A-premiers 
sont tous les ideaux premiers contenus dans au moins un ideal premier 
associe a 0. Dans le cas d’un anneau noetherien a gauche quelconque on 
peut se poser la question de savoir si les ideaux premiers associes a une 
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decomposition tertiaire de 0 (cf. [I I]) sont d-premiers: en effet ce type de 
decomposition gCnCralise la decomposition classiquc dans lc cas commutatif. 
Nous sommes simplement en mesure d’enoncer lc resultat suivant. 
PROPOSITION 1.9. Soit rl un J-anneau noethPrien ir gauche. Jlors les 
idtfaux premiers minimaux associls ir une dkomposition tevtiaive de 0 sont 
A-P remiers. 
Rappelons qu’un element n du radical tertiaire R,(d) est caracterise 
par la propriete suivante. Si I est un ideal B gauche non nul de =3 il existc 
un ideal a gauche non nul I’ contenu dans Z tel quc aZ’ 0. RIontrons 
alors que si b E A, b est regulier a droite modulo R, . Supposons que hb t R:, . 
Si Z est un ideal a gauche non nul il existc I’, I’ CZ, I’ + 0 tel que hbZ’ =m 0. 
RIais nous avons montre dans [2] que Anng(bZ’) == Anng(Z’). Done XI’ =mm 0. 
Ainsi h E R, . Le resultat que nous avons annonce SC deduit du fait que R:, 
cst l’intersection des ideaux premiers minimaux associes a 0. 
II. ANNEAUX DE FKACTIOKS PRESQUE C’LASSIQUES ARTINIENS 
Lesieur dans [9] a etudie uric notion d’anneau de fractions d’un anneau d-2 
par rapport a un systeme multiplicatif S d’elements non necessairement 
reguliers. La theorie fait intervenir un ensemble R’ ainsi defini. Pour quc 
.v E B’ il faut et il suffit que I’une au moins des conditions suivantes soit 
rCalisCe: (I) il existc b E S tel que bx --= 0, (II) il existe b’ E Stel que xb’ 0, 
(III) il existe b et 6’ E S tels quc bxb’ r= 0. On appelle B l’ideal bilatttrc 
engendre par B’. Soit d l’an neau A/B et soit S l’image canonique de S. 
Si S est constitue d’elements reguliers et si A possede un anneau de fractions 
classique par rapport a S on dit que =1 possede un anneau de fractions 
par rapport B S. C’et anneau note -Js n’est autre que l’anneau A, . 
Dans toute la suite nous supposerons que S est l’ensemble des elements 
reguliers a droite d’un anneau noetherien a gauche, c’cst-a-dire qu’avec 
nos notations precedentes S =- A. Dans cc cas R’ se reduit a l’ensemble 
des .X tels que Anng(x) rencontrc A. B n’est autrc que l’ideal a gauche 
engendre par B’. L’etude se simplifie dans le cas oh d4 verifie la condition 
de Ore (a gauche) par rapport B A. Alors Lesieur a montre que B’ ~~- B 
et que l’anneau A, existe. On peut signaler que dans ce cas A, est un anncau 
de fractions au sens de Gabriel [5]. 
Rappelons lc theoreme important dQ a Small [ 121. 
TH~ORBME 2. I. Soit A un anneau noethtkien ci gauche. Si A C 2‘, A &rife 
la condition de Ore (k gauche) par rapport ci A. De plus A, est artinien h gauche. 
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Nous allons donner une condition necessaire pour que, lorsque A, existe, 
A, soit artinien a gauche. Nous ne savons pas si cette condition est suffisante. 
LEMME 2.2. Soit S un systkme multiplicatif d’&ments r@&rs d’un 
anneau A. Supposons que l’anneau As = F existe. Si P est un ideal S-premier 
de A, FP est un ideal premier de F et on a P = A IT FP. 
Montrons d’abord que P = A r‘l FP. En effet si x E A n FP on peut 
Ccrire x = b-la, a E P. Alors bx E P. Comme x E A et que P est S-premier 
on voit que x E P. Montrons maintenant que FP est un ideal bilatere de F. 
11 suffit de montrer que tout Clement de la forme a&l, a E P est un Clement 
de FP. On peut Ccrire ab-l = c-ld, c E S. Cela revient a dire que ca = db. 
Par hypothese ca E P. Comme P est S-premier on voit que d E P d’oh le 
resultat. Deduisons de tout ceci que FP est un ideal premier de F. Soient 
x et y  deux elements de F tels que xFy C FP. On peut Ccrire x = b-la, 
y  = c-ld. Supposons que x $ FP et done que a +! P. On a evidemment 
aFy C FP. On peut dire alors que a(Ac) c-ld CFP, et done que aAd C FP. 
Mais alors aAd C FP n iz = P. Comme P est premier on voit que d E P 
et done que y  E FP. 
COROLLAIRE. Soit A un anneau noetherien a gauche et soit S un systkme 
multiplicatif d’e’lements reguliers. Supposons que l’anneau A, = F ext’ste. 
Soient PI , P, ,..., P, les ideaux premiers minimaux distincts de A. Si les 
ideaux Pi sont S-premiers alors les ideaux FP, sont les ideaux premiers minimaux 
de F. 
En effet, d’apres [l l] nous savons que nous pouvons Ccrire une CgalitC 
de la forme: 0 = PI’Pz’ ... P,’ oh chaque ideal Pj’ est Cgal a l’un des Pi . 
Mais FP,’ &ant un ideal bilatere de F il est immediat que l’on a 
0 = (FP,‘)(FP,‘) ... (FP,‘). Ceci prouve que tout ideal premier de F contient 
l’un des ideaux FP,‘. D’autre part une inclusion de la forme FP, CFP, 
implique que Pi C Pk puisque l’on a Pi = A n FP, . Mais alors Pi = Pk 
et done FP, = FP, . Ainsi les ideaux FP, sont deux a deux distincts: ce 
sont done les ideaux premiers minimaux distincts de F. 
TH~ORBME 2.3. Supposons que l’anneau noethe’rien a gauche A possede 
un anneau de fractions artinien a gauche par rapport h A. Alors les seuls ideaux 
A-premiers sont les ideaux premiers minimaux de A. 
11 faut remarquer que A, = AZ oti d est un systeme multiplicatif 
d’elements reguliers de A. D’autre part nous savons que B’ C N et done 
B C N (Prop. 1.4). Tous les ideaux premiers de A contiennent done B. 
D’autre part tous les ideaux premiers de 2 contiennent m = N/B. Ainsi 
il y  a une correspondance bijective entre les ideaux premiers de A et les 
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ideaux premiers de A. De plus il est clair que si P est d-premier 1’ : P/R 
est A-premier et reciproquement. Vest pourquoi nous allons supposer que 
il est un systeme multiplicatif d’elements reguliers de ,4 et que F ~~ A, 
existe et est artinien a gauche. Kous venons de voir que si Pi , I’, ,..., P,, 
sont les ideaus premiers minimaux distincts de A, FP, , FP, ,..., FP,, sont 
les ideaux premiers minimaux distincts de F. Comme F est artinien ce sont 
les seuls ideaus propres premiers de F (cf. [I I]). Soit P un ideal A premier 
alors FP est un ideal premier de F. 11 est done &gal a l’un des ideaux 
FP r ,..., FP,, , disons FP, On sait que Pi = A n FP, , P - L-1 n FP, d’oti 
l’egalite P = P, . 
PROPOSITION 2.4. Soit A un anneau commutatif noethe’rien non nilpotent. 
Pour que A posstde un anneau de fractions artinien il faut et il su@ que les 
se& ideaux A-premiers soient les ideaux premiers minimaus. 
Ce resultat est bien connu: en effet la condition que nous venons d’enoncer 
est Cquivalente a la condition que les ideaux premiers associes a 0 soient 
tous minimaux. 
Nous ne sommes pas en mesure de dire si une condition de meme nature 
peut &tre don&e pour les anneaux non commutatifs. Etudions quand m&me 
quelques cas particuliers et rappelons pour commencer la definition. 
DEFINITION 2.5. Un id&al (a gauche) Z de l’anneau A est dit ideal 
(a gauche) complement si Z est la seule extension essentielle de lui-mCme 
dans A. 
Donnons alors les deux definitions suivantes: 
DEFINITION 2.6. Lin anneau A est dit quasi-premier (a gauche) si tout 
ideal a gauche complement a un annulateur a gauche nul. 
DEFINITION 2.7. Un anneau -4 est dit quasi-semi-premier (a gauche) 
si tout ideal a gauche complement contenant un ideal nilpotent non nul a un 
annulateur a gauche nul. 
Nous pouvons considerer qu’un anneau premier (semi-premier) est 
quasi-premier (quasi-semi-premier). 
THESORBME 2.8. Soit A un anneau noethe’rien a gauche et quasi-semi- 
premier a gauche. Pour que A, existe et soit artinien a gauche il faut et il su.t 
que les seuls ideaux A-premiers de A soient les ideaux premiers minimaux. 
Montrons que la condition est suffisante. Nous supposons que A n’est 
pas premier sinon le resultat decoule du theoreme de Goldie [6]. Nous 
savons deja que 0 est Cgal au produit d’un nombre fini d’ideaux premiers non 
nuls de A. Nous Ccrivons done 0 = PI’P2’ ... P,,’ et 0 # P,‘P,’ ... PkpI. 
ANNEAUX DE FRACTIONS 123 
Posons Qm = P1’Pz’ ... PA-1 . Annd(Q,) n’est pas nul puisqu’il contient P,‘. 
11 est clair que tout ClCment de d est rkgulier g droite modulo Annd(Q,). 
Done les idCaux premiers minimaux parmi ceux qui contiennent Annd(Q,) 
sont d-premiers (Corollaire 2 de 1.7): ce sont done des idCaux premiers 
minimaux. Nous voyons ainsi que Annd(Q,) = P,‘. 
Le ThCorkme 2.1 nous dit qu’il suffit de vkrifier que ,Z C d. Soit done 
b un ClCment de Z tel que Anng(b) soit maximal parmi les annulateurs des 
ClCments de Z. Supposons Anng(b) # 0. Soit I un idCal ?I gauche extension 
essentielle maximale de Anng(b). I est un idCal B gauche complkment et l’on a 
I n N # 0: en effet Anng(b) C N puisque b E Z et done I n N r) Anng(b) # 0. 
Nous en dkduisons que Anng(l) = 0. 
ConsidCrons P,‘. Comme Anng(P,‘) contient Qnc , Anng(P,‘) # 0. 11 en 
r&&e qu’on ne peut avoir 1 C P,‘. Mais b est rkgulier modulo P,’ 
(Prop. 1.7). On sait que dans ces conditions l’image canonique de b engendre 
un idCal g gauche essentiel de l’anneau noethCrien A/P,‘. En particulier 
puisque I Q P,‘, I n (Ab + P,‘) q P,‘. Cela revient g dire qu’il existe 
iEI,aveci=ab+p,i$P,‘etpEP,‘. Or au dCbut de notre raisonnement 
nous avons vu que Annd(Q,) = P,‘. Done Qmi # 0 et on peut Ccrire 
1’CgalitC Qnzi = Qlnab # 0. Cela prouve que Ab n I # 0. Comme 1 est une 
extension essentielle de Anng(b) on a Ab n Anng(b) # 0. 
Remarquons maintenant que b2 E 2. On voit d’aprks l’hypothkse faite sur 
Anng(b) que Anng(b) = Anng(b2). Mais comme l’on a Anng(b) n Ab # 0 
l’inclusion Anng(b) C Anng(b2) doit &tre stricte. On arrive ainsi ?I une 
contradiction et l’on doit done avoir Anng(b) = 0. 
Nous allons Ctudier maintenant certains anneaux noethkriens & gauche 
et g droite. 
LEMME 2.9. Soit A un anneau noethkrien & gauche et h droite. Supposons 
que A vkrifie la condition de Ore (h droite) par rapport ci Z module N’-l. 
Soit B, = {x, 3b E Z:, xb E ND}. Alors B, est un idial bilatkre. De plus il 
existe c E 2 tel que B,c C ND. Enjin tout e’lkment de .Z est rgulier h droite 
module B, . 
Remarquons d’abord que B, C N. Montrons par exemple que si x ety E B, , 
x - y  E B, . En effet il existe b, et b, EL’ tels que xb, et yb, E ND. La 
condition de Ore nous dit qu’il existe deux ClCments b,’ et b,’ E Z tels que 
b,b,’ = b,b,’ + n, n E NV-l. Si nous posons b = b,b,’ il est clair que 
(x - y)b E NV. On dkmontrerait de m&me que B, est un idCal biladre. 
B, consid& comme idCal B gauche est engendrk par un nombre fini 
d’C1Cments x1 , xz ,..., xk , auxquels correspondent des ClCments 6, , b, ,..., b, 
de Z tels que x,b, ,..., xkbk E Z. La condition de Ore Ctant vCrifiCe modulo 
ND-l il existe des ClCments bl’,..., bk’ de Z tels que bIbI’,..., b,b,’ soient Cgaux 
module Ni’ l. Si l’on pose c == b,b, ’ il est clan que xrc ,..., Y,~C t N”. On 
en deduit immediatement que B,c C Nr’. 
, ‘ozt A un anneau unitaire noethe’rien a gauche et a droite. sugz”t:e22~ at: i , 1 ‘2 -z 0. Si les seuls ide’aux A-premiers sont les ide’aux 
premiers minimaux de A alors A, existe et est artinien. 
D’apres le theortme de Goldie [6] A verifie la condition de Ore a droite 
par rapport B Z modulo :V. Puisque NS ~~ 0 le Lemme 2.9 nous montre 
que B, = (x, 36 E 2, xb : 01 cst un ideal bilatere et qu’il existc c t 2 
tei que B,c = 0. Supposons que I’on ait B, $ 0. Puisque iz est unitaire 
Annd(B,) est un ideal propre de A. Comme nous l’avons deja remarque 
si P est un ideal premier minimal parmi ceux qui contiennent Annd(P), 
P est un ideal A-premier. C’est done par hypothese un ideal premier minimal 
de A. Or un tel ideal ne peut contenir c (Prop. 1.7). On aboutit ainsi B une 
contradiction. Done B, :- 0. Alors nous pouvons appliquer le Theo&me 2.1 
qui nous fournit le resultat. 
Le theorttme que nous venons d’enoncer peut avoir un prolongement 
dans le cas particulicr suivant. 
TH&OR~IE 2.11. Soit A un anneau unitaire noetherien h gauche et it droite. 
Si tout ideal propre premier est maximal alors A possede un anneau de fractions 
classique (a gauche et a droite) artinien (a gauche et a droite). 
L’hypothese faite cst equivalente a l’hypothese que les seuls ideaux 
propres premiers de I! sont les ideaux premiers minimaux. On sait qu’un 
anneau commutatif unitaire dans lequel tout ideal propre premier est maximal 
est artinien. On sait que ce resultat n’est plus vrai si l’anneau n’est pas 
commutatif (cf. [I, Exercice 13, p. 601). Le resultat que nous donnons 
 ^apparait comme la generalisation la plus immediate du cas commutatif. 
Pour le dkmontrer nous allons montrer successivement que B, == N2,..., 
B, = Ni’,... . D’apres le Lemme 2.9 B, est un ideal bilatere et il existe c E Z 
tel que B,c C N2. Posons C, = {A E A, B,X C N’). C, est un ideal bilatere. 
Si c’etait un ideal propre il serait contenu dans un ideal propre premier 
de A, done dans l’un des ideaux premiers minimaux de A. Or comme nous 
l’avons deja remarque un tel ideal ne peut contenir c. Ainsi on a C, = A 
et comme /l est unitaire cela prouve que B, = N2. On sait de plus que tout 
Clement de Z est regulier a droite modulo B, . En appliquant le Theoreme 2. I 
a l’anneau /l/N” de radical nilpotent N/N2 nous voyons que A verifie la 
condition de Ore B gauche par rapport a Z modulo N”. Puisque les conditions 
que nous imposons sont symetriques B gauche et a droite nous pouvons 
dire que A verifie Cgalement la condition de Ore a droite par rapport a C 
modulo N2. Alors un raisonnement analogue nous montre que B, = N3. 
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En raisonnant par recurrence nous voyons que B, = N”, Vp et que tout 
element de .Z est regulier modulo N p. Comme N est nilpotent nous voyons 
que tout element de 2 est regulier. Alors en appliquant toujours le 
Theo&me 2.1 nous obtenons le resultat. 
COROLLAIRE. Les anneaux unitaires artiniens a gauche et a droite sont les 
anneaux unitaires noethkiens h gauche et a droite dans lesquels (I) tout ideal 
propre premier est maximal (II) tout e’lement rkgulier est inversible. 
PROPOSITION 2.12. Soit A un anneau unitaire noetherien a gauche et 
6 droite. Supposons que A posstde un anneau de fractions classique (a gauche 
et a droite) F. Si les seuls ideaux A-premiers de A sont les ideaux premiers 
minimaux alors F est artinien h gauche et h droite. 
F etant unitaire, noetherien a gauche et a droite et tout Clement regulier 
de F &ant inversible il suffit de montrer que tout ideal propre premier 
de F est minimal. Soit P un tel ideal. Posons P’ = Pn A. Tout Clement 
de A est regulier modulo P’: en effet un element de A est regulier a droite 
dans F, done inversible dans F. Done comme nous le savons deja tout ideal 
premier minimal parmi ceux qui contiennent P’ est un ideal A-premier. 
Ainsi P’ est contenu dans un ideal premier minimal de A. Mais nous avow. 
deja vu que si PI ,..., P, sont les ideaux premiers minimaux de A, FP, ,..., FP, 
sont les ideaux premiers minimaux de F et que I’on avait Pi = A n FP, , Vi 
(Prop. 2.2). Ainsi il existe un i tel que P contienne FP, done tel que P n A 
contienne Pi . Nous voyons que P n A est Cgal a Pi et done que P = FP, . 
Ainsi FP, ,..., FP, sont les seuls ideaux propres premiers de F. 
Remarque. Nous avons tenu a donner la demonstration la plus Clementaire 
possible du Theo&me 2.11. Cependant nous aurions pu utiliser une methode 
analogue a celle utilisee par Goldie dans [g]. 11 s’agit de “localiser” par 
rapport au radical nilpotent en appliquant les idees de Gabriel [5]. Les 
&tapes de la demonstration de [S] q ui ne peuvent &tre utilisees telles quelles 
peuvent &tre franchies en utilisant le ThCoreme 2.1. D’autre part le Lemme 2.2 
a aussi CtC demontre dans [7] (avec aussi la demonstration du fait que si 
P’ est un ideal premier de F alors P’ n A est un ideal premier de A) propriete 
que nous utilisons dans un cas particulier au tours de la demonstration 
de la Proposition 2.12. 
APPENDICE 
Dans [2] nous avons don& un exemple de J-anneau qui possede un 
anneau de fractions artinien. 11 suffit que ce J-anneau satisfasse aux conditions 
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que nous avons appelees F.2 et F.3. r\Jous now proposons de donner de 
nouveaux renseignements sur ces anneaux. Rappelons tout d’abord ceci. 
Un J-anneau verifie la condition F.2 s’il existe une somme directe d’ideaux 
a gauche co-irreductibles qui contient un Clement regulier. Si ces ideaux 
sont notes 1Xi, 1 < i :‘- n on peut done Ccrire qu’il existe un Clement 
regulier h, , avec b, C ui , ui E Xi . 
A &ant un /-anneau posons A,. -= =l/Annd(Nk). Lorsque tous les anneaux 
--I, qui ne sont pas nuls sont de dimension de Goldie (a gauche) finie nous 
dirons que il verifie la condition F.3. 
Dans la suite nous appellerons Jlk l’application canonique de il sur A,. . 
n’ous supposerons toujours implicitement que A, n’est pas nul. Dans [2] 
nous avons montre que l’on peut numeroter les Xi de telle sorte qu’il existe 
des entiers I <m,<m,(...<m,~<...(m,<n tels que pour 
m, < i < n on ait Xi n Nk # 0 (si NP # 0, N”+l = 0 nous posons par 
convention m,,, 2 -1-w). 
LEMME 1. Soit b un e’le’ment rkgulier de A. Alors 4,(b) est rkgulier dans A, . 
11 est immediat que 4,(b) est regulier B droite: montrons qu’il l’est Cgalement 
a gauche. Si bh E Annd(Nr;), c’est-a-dire si iVb/\ = 0, une demonstration 
analogue a celle de la propriM 2.8 de [2] montre que N”X = 0. 
PROPOSITION 2. Si ‘4 vhi$e la condition F.2 ,4, a un idt!al singulier Li 
gauche nul. 
Soit a tel que Anng[&(a)] soit essentiel dans A, . Pour m, < i, 
Xi n’appartient pas a Annd(N”) (cf. [2], Prop. 2.9). Done nous avons 
&,.(XJ r\ Anng[#,.(a)] -+ 0. Cela revient a dire qu’il existe un Clement 
vi =: Xiui , vi $ Annd(N”) tel que via E Annd(N”) (nous posons toujours 
6, = C ui , ui E X?). Puisque N”v, -# 0 on a Anng(a) n Xi f  0 et done 
Xi C Anng(a) (cf. [2], Prop. 1.8). Alors uia = 0. D’autre part pour i < mk , 
u,a C Annd(N”) (cf. [2] Prop. 2.9). C eci ’ p ermet d’affirmer que b,a E Annd(N”). 
Le Lemme 1 nous permet d’affirmer que lClk(a) = 0. 
PROPOSITION 3. Si A vki$e la condition F.2 A, posside un idtfal nilpotent 
maximum. 
Soit Y un ideal bilatere de A. Supposons qu’il existe un entier s tel 
que Ys C Annd(W). On pourra Ccrire Yb,, = @ Yui . On aura alors 
( Yu$ C Annd(Nk). Pour mk < i < nzk+r , (Yu,), C Xi n Annd(W) et done 
(YQC N (cf. [2], Prop. 2.10). Ceci permet de conclure que Yu, C hr. 
Maintenant nous remarquons que si 12 < k’, I’” C Annd(Nk’). Done pour 
rngz < i < mkstl , kTui C N. En rcmarquant enfin que pour i < m, , 
Yui C Annd(Np) (cf. [2], Prop. 2.9), nous pouvons Ccrire: Yb,CN+ Annd(N&). 
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RCciproquement soit Y un idCal bilathe qui vkrifie l’inclusion prCcCdente. 
Supposons NV # 0, N”+l = 0. Nous voyons alors que 
( YbO)fl+l-k C N?‘+l-” + Annd(N”). 
Done nous pouvons Ccrire que N”(Yb,) w-k = 0. Nous en dkduisons que 
N”(Y)p+l-” = 0, en utilisant une dkmonstration analogue B celle de la 
Proposition 2.7 de [2]. La somme de tous les idCaux bilatkres Y tels que 
Yb, C N + Annd(N”) est encore un id&al bilatkre qui drifie la m&me 
inclusion. Celui-ci a pour image canonique un id&al Nk qui est l’idCa1 nilpotent 
maximum de A, . 
COROLLAIRE. (N,)fl+l-k = 0. 
PROPOSITION 4. Soit A un J-anneau qua’ v&rife les conditions F.2 et F.3. 
Soit b un &Gnent tel que #,(b) soit rt!gulier darts A, . Alors Ab + Annd(N”) 
contient un element regulier de A. 
Puisque A, est de dimension finie A,&(b) est essentiel dans Ak . Done 
pour tout indice i tel que mk < i < m,,, on a A,+,(b) n &(Xi) # 0. Si 
nous posons Yi = Xi n (Ab + Annd(N”)) nous voyons que Yi Q Annd(Nk). 
Done Yi Q N (cf. [2, Prop. 2.101). Ainsi Yiz Q N. Or un ClCment y  E Y, 
peut se mettre sous la forme y  = hb + (II, 01 E Annd(Nk). Mais 01 Ctant 
annul6 par Nk est annul6 par X, (cf. [2], Prop. 2.3). On voit alors que 
Yi y  C A6 et on en con&t que Yiz C Ab n Xi . Maintenant soit i un indice 
tel que mk, < i < maj.+l avec k’ > k. On voit que #r,*(b) est un Clkment 
rkgulier h droite de A,,: en effet si N”‘/\b = 0 on a Nk(Nk’ekh)b = 0. On a 
done Nk(Nk’-“h) = 0 et done h E Annd(Nk’). Dans ces conditions comme 
A,< est un J-anneau (il est B idCal singulier nul et de dimension finie), on 
voit que yQ,(b) est un ClCment rCgulier de A,, . Le m&me raisonnement 
que prCcCdemment montre qu’il existe un ideal non nilpotent contenu dans 
Ab n Xi . Pour fink on remarque que pour i < mk , Xi C Annd(NK). La 
Proposition 4.2 de [2] appliquke B Ab + Annd(Nk) donne le rhltat. 
COROLLAIRE. A, possede un anneau de fractions 6 gauche. Nous savons 
deja que A posskde un anneau de fractions. Soient I+&(b) un element regulier 
de Al, et $k(a) un element quelconque. I1 existe un .&ment rigulier b1 contenu 
dans Ab + Annd(Nk). Alors il existe un e%kent regulier b’ tel que b’a = a,b, . 
Done b’a E Ab + Annd(Nk). I1 su$j?t de remarquer que #k(b’) est un &%ent 
rkgdier de A, et que l’on a $k(b’) &(a) E Ak$k(b). 
PROPOSITION 5. Si A verifie les conditions F.2 et F.3 l’ideal &(XJ est 
co-irreductible pour tout entier i tel que mk < i < mktl . 
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Pour de tels indices on sait que Xi n N = Xi n Annd(W) (cf. [2, 
Prop. 2.101). La dkmonstration dkoule du Lemme I en utilisant un pro&d6 
analogue g celui utilisk dans la dkmonstration de la Proposition 4.5 de [2]. 
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